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Resumen.~ En este artículo se presenta 
la aplicación del Método de los Elemen~ 
tos de Contorno a la determinación del 
campo de desplazamientos y tensiones de 
sistemas axisimétricos en Régimen elás-
tico. Desarrollando asimismo, un proce-
dimiento para la determinación de los -
coeficientes de las matrices de influen 
cia que aparecen en el tratamiento numé 
rico del problema. 
INTRODUCCION 
El estudio del estado tensional del sistema axi-
simétrico es de obvio interés en Ingeniería, pu-
diendo citarse entre otras las siguientes aplic~ 
ciones: 
- Estudio de vaslJas de todo tipo, y co 
brando plena actualidad las vasijas de -
los reactores nucleares. 
- Efecto de grietas y entallas. 
- Efecto de la colocación de zunchos de 
pretensado en depósitos de hormigon arma 
do, etc. 
El tratamiento numérico de este tipo de 
problemas se produce como consecuencia de la di-
ficultad de encontrar soluciones cerradas para -
las ecuaciones de campo que definen el problema, 
ecuaciones que aunque establecidas hace tiempo, 
sólo han sido resueltas en casos particulares. 
La ventaja de la utilización del M.E.C.,-
frente a los métodos de dominio, se pone de manl 
fiesto en el estudio de este tipo de sistemas ya 
que la consideración de una malla monodimensio -
nal es suficiente para representar la discretiz~ 
ción del contorno, produciendose una considera -
ble reducción del tiempo de computo. 
FORMULACION MATEMATICA Y DESARROLLO DEL ALGORIT-
MO DE CALCUW 
La base de partida del método es la Identi 
dad de Somigliana. 
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u. (x) =J [' (x,y) t. (y) ds l d ü: l y 0 
-Ia¡¡ Tik (x,b) u. (b) ds + ( 1 ) l y 
11 cik (x,b) X. (y) ds l y 
La resolución de la ecuación integral (1) 
lleva consigo la determinación de los tensores -
uik (x,y) Y Tik (x,y) nucleos de 1~ citada ecua-
clon que representan los desplazam1entos y ten -
siones en un punto y en la dirección k cuando se 
aplica una carga puntual unidad en el punto ~ en 
la dirección i. 
Para el análisis de sistemas axisimétricos -
las cargas corresponden a las indicadas en la fi 
gura 1. 
Fig. 1 
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Fig. 1 
El tensor Uik (x,y) corresponde por t~nt~ 
a la solución fundamental del operador elastlco, 
pudiendo encontrarse en Cruse 6 ; y sus compo -
nentes en términos de las funciones asociadas de 
Legendre de orden cero pueden expresarse median-
te 
u 
zr 
u 
:r;z 
u 
zz 
siendo 
1 
--------------- (3-4V) Q112 + 16'1 2';(1-V)~ 
1/2 º1/2 -
16-:-r 2 G ( 1-V) rt{P:; 1/2 º-1/2 + 
16;r 2 r_;(1-V)~ (3-4V) Q_ 112 -
- _J~:~l=- -~~:2¿~-
Hr dy 
2 2 
y = 1 + _J~:~l--~-J~:~l __ 
2Rr 
(2) 
(3) 
y donde (R,Z) son las coordenadas del punto x de 
aplicación de la carga y (r,z) las coordenadas -
jel punto de campo y. 
El tensor T. , se obtiene aplicando la ecua-.~ .. lk ~lon de equlllbrlo en el contorno 
T o n + o n 
rr rrr r rzr z 
T o n + o n 
zr rzr r zzr z 
Ter o , ' Tez = o (4) 
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T o n + o n 
rz rrz r rzz z 
y las componentes del tensor o. . aparecerán co-
. .llk 
mo consecuencia de la apllcaclon de Jos operado-
res elásticos al tensor Uik' pudiendo encontrar-
se su expresión en 7 
Cuando el punto x (R,Z)-+ y (r,z) según la e~ 
presión (3) tendremos que y -+ 1 y las funciones_ 
de Legendre g 112 (yl y Q_ 112 (y) -+ oo vease 8 
es necesario, en este caso, considerar la inte -
gral de volumen de la ecuación (1) en el sentido 
del valor principal de Cauchy. 
Una vez calculados los tensores Uik Y Tik' -
la ecuación que nos permite obtener las tenslo -
nes en cualquier punto interno puede escribirse 
como 
o .. = r D "k tk ds - r S. 'k uk ds 
lJ l3~ lJ y j 3D lJ y + 
+I o. 'k xb d0. D lJ y (5) 
La ecuación integral que nos permite determi 
nar los desplazamientos en cualquier punto del -
contorno se obtendra de (1) al hacer tender el-
_punto x a la superficie d~, lo que implica que -
las integrales extendidas a ~ que no eran singu-
lares cuando el punto se encontraba en el inte -
rior del dominio, sean singulares al igual que -
ocurria con la integral de volumen. Extendiendo_ 
entonces la identidad de Somigliana al contorno_ 
del dominio y, considerando de nuevo las integr~ 
les en el sentido del valor principal de Cauchy, 
la ecuación integral correspondiente al cálculo_ 
de los desplazamientos en el contorno quedara. 
(Ol.k- Cl.J.) u. =S u. t. ds l aD lk l y 
-J ds:J'\k ui dsy + 
+ J U. k X. d~ ~ l l y (6) 
La ventaja. que el H.E.C. aporta en cuanto 
que reduce las integrales al contorno, queda 
aparentemente eclipsada por la aparición de una_ 
integral extendida al dominio, probleroa que se -
soslaya $iempre y cuando dichas fuerzas deriven 
de un potencial (casos de peso propio, fuerza 
centrifuga, fuerzas termoelásticas, etc .. ). 
DISCRETIZACION Y TRATAMIENTO DE LA ECUACION IN -
TE GRAL 
En lo que se refiere al tratamiento numérico 
.de la ecuación integral y siguiendo una represe~ 
tación análoga a la del M.E.F. se han utilizado_ 
elementos anulares superficiales de generatriz -
rectilinea para la discretización del contorno -
._,.analizado (figura 2) . En lo que se refiere a la 
representación de las funciones se han supuesto_ 
constantes sobre cada elemento. 
Fig. 2 
La discretización del contorno 3~ en elemen-
tos supone la sustitución de las integrales ex -
tendidas a ;¡r por un sumatorio de 1 a N. 
Para el caso que estarnos considerando 
cik = 1/2 oik (superficie suave) por lo que la -
ecuación (6) podernos escribirla 
N [ 01k L: u. t. ds -2 u. i=1 faD lk l }_ 
-r T .. u. ds + f E. X. ds + 3D lJ 1 3~ 1k l 
+ I F ds] (7) 
o bien 
an k · 
LJ N~ f trr uzr l [ tr l 2 n~1 3D n Urz uzz tz 
(cdg)~ .. 
+ 
(8) 
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La ecuación anterior representa un sistema -
de 2N x 2N ecuaciones una vez fijadas 2N condi -
ciones de contorno. 
Calculados los desplazamientos la ecuació~ -
que nos permite calcular las tensiones puede e~­
presarse en la forma: 
o .. 
l] Nr[J 'J .. n=1 cH'
11 
lJk 
(9) 
Las expresiones (8) y (9) quedarian, escri -
tas en forma mas compacta corno: 
B u A t + p 
o o t S u + P' 
el cálculo de las matrices de las expresiones 
anteriores perrnitira resolver el problema. 
CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE LAS MATRICES DE -
INFLUENCIA 
El cálculo de los coeficientes de las matri-
ces que aparecen en las expresiones (8) y (9) 
podria realizarse analiticamente pero debido a -
la profusa utilizacion de las funciones de Legeri 
dre, la obtención de las mismas por el citado -
procedimiento es casi imposible. 
Por otra parte, no debernos olvidar las sing~ 
laridades que aparecen en el cálculo de los ten-
sores Uik y Tik cuando.:l punto de carn~o y tien-
de al punto de colocaclonx; es necesar1o, por 
tanto, realizar con sumo cuidado el cálculo de -
estos coeficientes. 
Dos casos diferentes pueden presentarse: 
* Si el Punto de Campo no coincide con el 
Punto de Colocación de la carga, el cálcu-
lo de los coeficientes se consigue median-
te una cuadratura de Gauss 
J f L/2 fds = 30m m -L/2 2 rfL/2 df; 
N 
TL l In k . r ( t:k) f ( f, ) 
k=1 k 
teniendo en cuenta que las integraciones -
numéricas perderan precisión a medida que 
la distancia Pto. de Campo - Pto de Coloca 
ción disrnunuya, se procede a un proceso d~ 
integración adaptable, es decir, a la div~ 
sión del elemento en subelementos, de mane 
ra que el número de puntos de integración_ 
por elernenyo aumente. 
Si el punto de colación coincide con el 
punto de campo, se ha utilizado un proced~ 
miento semianalítico, que consiste en int~ 
grar analíticamente en una zona cercana a_ 
la singularidad donde las funciones de Le-
gendre pueden expresarse en una forma rel~ 
tivamente sencilla, y realizar una integr~ 
ción numérica en el resto del elemento. 
-I./2 -S/7 S/2 L/2 
INTEGRACION A~ALITICA 
Fig. 3 
RESULTADOS 
Tubo Fisurado 
La iniciación y desarrollo de una fisura en 
una estructura puede provocar su puesta fuera de 
servicio por lo que es necesario estudiar los 
efectos que este fenómeno produciría. 
La distribución de tensiones en un punto a -
la fisura, es del tipo 
o .. lJ 
con un valor infinito en el borde de la fisura y, 
donde K es el llamado "factor de intensificación'' 
de tensiones. 
Seguidamente vamos a estudiar el factor de -
intensificación en un tubo sometido a tracción -
con fisura exterior. El esquema del problema es-
tá representado en la figura (4). 
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Fig. 4 
En la figura (5) puede verse la discretiza -
ción, así como las condiciones de contorno utili 
zadas para resolver el problema. 
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Los resultados de las tensiones, obtenidos 
en elementos próximos al borde de la fisura se 
representan en la tabla (1) 
NODO DIST ANClA A LA ·~ ~irr FISlJRA (Y"") 
20 0,5 6856.35 4848,17 
19 1,5 2899 3550.54 
18 2' 5 2336,135 3693,75 
17 3, 5 2001.184 3743,87 
16 4, 5 1557.939 3304.89 
15 5, 5 1562.348 3664,03 
14 6,5 1370,604 3494.37 
13 7,5 1273.738 3488.28 
12 e, 5 1166,761: 3401 ,67 
11 9,5 1136,31 3502.34 
10 10,5 908,003 2942.27 
11,5 928.289 3147,98 
Tabla 1. 
El factor de intensificación seobtiene es -
K= 2908.372, lo que representa un error del 
4.05 % frente a la solución teórica, resultado_ 
suficientemente aceptable considerando la pobr~ 
za de la discretización ut ili/.lda. 
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Cilindro sometido a presion interna 
Se va a estudiar en este ejmplo la determi-
nación de los desplazamientos y tensiones en un 
cilindro de pared gruesa sometido a una presión 
interior P. 
L 
a = 30 crr. 
b = 11 O cm 
L = 110 =m 
Fiq. 7 
En lo que se refiere a las características 
del material utilizado han sido las siguientes: 
E 
2 2,5 Kg/cm ; V= 0,25; 
La solución de este problema clásico (Lam~) 
puede encontrarse en 9 
En la.figura (8) puede verse la discretiza-
·1 
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Fig. 8 
c1on, así como las condiciones de contorno uti-
lizadas para resolver el problema. 
Los nodos con O en la figura (8) correspon-
den a la discretización con 28 elementos. Los -
indicados (]corresponden a la discretización 
con 44 elementos. · 
Los resultados obtenidos para las dos dis -
cretizaciones se indican en la Tabla - 2. 
CARA DISCRE VARIABLE SOL.OBTEN. ERROR 
28 Ele 
AK:co 
44 Ele 
28 Ele 
BC 
44 Ele 
28 Ele 
DA 
44 Ele 
REFERENCIAS 
o 
z 
u 
r 
u 
r 
Tabla 2. 
37,55 6,55 
40,27 0,22 
6680,75 7,97 
6627,18 7 '11 
17362 '5 4,04 
17200,91 3,08 
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